
12- дәрі с. Кейбі р тригонометриялық функциялард ы интегралдау. Жай бөлше ктерді 

интегралдау. Рационал функциялард ы интегралдау. Кейбі р иррационал 

функциялард ы интегралдау.  
Квадрат ү шмү шелі гі бар функциялард ы интегралдау.  

Мына төмендегі интегралдарды табу әді сі н қарастырайық 

 

және 

. 

)  квадрат үшмү шелі гі ндегі  коэффициенті н жақ ша алдына шығарып, одан 

толық квадратты бөлі п аламыз;  

) интегралға ,  алмастыруын енгіземі з; 

) Оны екі интегралдың қосындыс ы еті п жазамыз. Сонда екі интегралымыз да кестелі к 

интегралға келеді.  

1- мысал.  

 

 

. 

 

Рационал функциялард ы интегралдау. Рационал бөлшекті интегралдау деп,  

интегралын табуды айтады. Мұндағ ы дұрыс рационал бөлшек, яғни 

 . Егер  болса, дұрыс бөл шек деп, ал  

болса бұрыс бөлшек деп аталады. Бұрыс бөлшекті интегралдау үші н алдымен алымын 

бөлі мі не бөлу арқылы оны көпмү шелі к пен дұрыс бөлшекті ң қосындыс ына жі ктеймі з. 

Мысалы, . Одан әрі қарай тек дұрыс рационал 

бөл шектерді интегралдауды қарастырамыз.  

Теоре ма. Әрбі р дұрыс рационал бөлшекті мына қарапайым бөл шектерді ң қосындыс ы 

түрі нде жазуға болады:  

1.  2.   3.  4. , 

мұндағ ы А, В – нақты коэффициенттер;  үшмү шелі гі ні ң нақты түбі рлері жоқ 

(яғни ). 

Қарапайым бөл шек терді интегралдауды қарас тырайық.   
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 .  

  мәні нде  . 

   интегралдау әдісі жоғарыда қарастырылған.  

. , мұндағ ы  және бөлі мі ндегі квадрат үшмү шелі кті ң 

дискриминант ы . Квадрат үшмү шелі ктен толық квадрат бөлі п алып 

, , алмастыруын жасаймыз. Сонда  интегралын аламыз және 

оны екі интегралдардың қосындыс ы түрі нде жазамыз. Бі рі нші интерал -ны дифференциал 

астына енгізу арқылы интегралданады:  

. 

 

Ал екі нші интегралды  деп белгі леп, төменгі дей есептеймі з: 

 

Бұл формуланы реккурентті к формула деп атайды. Реккурентті к формула арқылы ні 

  арқылы, ал ті арқылы таба отырып, ең соңында 

ны  арқылы табамыз.  

2- мысал.  табу керек.  осыдан . 

, . Сонымен  бөл шегі нде 

 болсын. Әрбі р  көпмү шелігі н бі рі нші және екі нші  дәре желі көпмү шеліктерді ң 

көбейті нді сі не жі ктеп жазуға болады:  

, 

мұндағ ы бүті н сандар. Сонда дұрыс бөлшек элементар бөлшектерге төменгі дей 

жі ктелі неді : 

 

    

 

мұндағ ы  нақт ы сандар. Ос ы 

сандарды табу үші н  теңді гі ні ң оң жағ ын ортақ бөлі мге келті ремі з. Содан соң 

теңді ктегі екі бөлшектің бөлі мі н алып тастасақ, екі жағ ында да көпмү шелі к шығады. Ос ы 

теңді ктен бі рдей дәрежелі ті ң алдындағ ы коэффиценттерді теңесті ре отырып, 
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алгебралық теңдеулер жүйесі н құрамыз. Алынған теңдеулер жүйесі нен 

 коэффиценттері ні ң мәндері н тауып, оларды 

 теңді гі не қоямыз. Осылай рационал бөлшекті ң жі ктеуі н табамыз. Ос ы әді сті 

анық талмаған коэ ффициенттер әдісі дейді. 

3- мысал.  интегралын есептеу керек. Интеграл астындағ ы функция 

бұрыс рационал бөлшек, сондықтан алымын бөлі мі не бөлі п дұрыс бөл шекке 

айналдырамыз: 

 

Соңғ ы қос ылғ ышт ы 

қарапайым бөл шектерге жі ктеймі з: 

  

Бұдан,  : ; : ; :

 , , . 

Де мек, . Сонымен,  

 

Ке йбі р иррационал функциялард ы интегралдау. Иррационал функцияларды 

интегралдауда айнымалыны алмастыру арқылы рационал функцияның интегралына келуге 

болатын кейбі р жағдайларды қарастырамыз.   түрі ндегі интегралдар  

алмастыруы арқылы рационал функцияның интегралына келеді.  

4- мысал.  интегралын табайық. -ті ң дәрежесі ндегі бөлшектерді ң ортақ 

бөлі мі , олай болса берілген интегралды алу үші н  ауыст ыруын жасаймыз.  

 

. 

Қарастырылған интеграл  түрі ндегі интегралдың дербес түрі болады.  

Мұнда . Осы интегралды  алмастыруы арқылы рационал функцияның 

интегралына келті руге болады.  
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Тригонометриялық функциялард ы интегралдау.  

Бұл пунктте біз  интегралын табуды қарастырамыз. Бері лген интеграл 

 әмбебап алмас тыруы арқылы рационал функцияның интегралына келті рі леді. 

Шын ында да 

, , ,  

, мұндағ ы - рационал функция.  

5- мысал. . 

Бұл әді сті көрсеті лген кез келген интегралға қолдануға болады, ал  немесе  

айнымалыларының дәрежесі бі рден жоғары болса қолайсыз үлкен өрнектер шығады. Ондай 

жағдайларда келесі әді стерді қолдану керек.  

.  түрі ндегі интеграл.  

а) бүті н оң тақ сан болса, интеграл  түрі не келті рі лі п,  

алмастырылуы жасалынады.  

б) бүті н оң тақ сан болса, интеграл  түріне келті рі лі п,  

алмастырылуы жасалынады.  

6- мысал.  

. 

в) бүті н тері с емес жұп сан болса,  

формулалары арқылы  пен ті ң реттері төмендеті леді. 

. Мына , мұндағ ы m,  n – 

тұрақт ы сандар, түрі ндегі интегралды алу үші н тригонометрияның формулаларын:  

 

қолдану және көбейті нді лерді қосындыға жі ктеу арқылы бері лген интегралды алу қиынға 

түспейді.  
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